ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ
11 класс
1 вариант
1) Очевидно, все собравшиеся могут быть лжецами, и тогда рыцарей нет вовсе. Пусть есть хотя бы один рыцарь. Тогда есть и хотя бы по одному лжецу и хитрецу. Если есть хотя бы два лжеца, то каждый из них сказал правду. Поэтому лжец ровно один. Допустим, есть хотя бы два хитреца. Тогда каждый из них сказал правду, и потому не мог выступать сразу после рыцаря. Но после лжеца мог выступить только один из них. Поэтому хотя бы один хитрец выступил сразу после другого хитреца, и хотя бы один из этих двоих соврал – противоречие. Значит, хитрец среди собравшихся тоже только один. Следовательно, рыцарей в этом случае – .
Ответ:   или .

2) Обозначим числа в левом верхнем, правом верхнем, левом нижнем и правом нижнем углах через , ,  и  соответственно. Требуется доказать равенство . Рассмотрим числа, стоящие в серединах крайних строк и столбцов, и число, стоящее в центре таблицы. Число в середине левого столбца равно  , а число в середине правого столбца – , так как квадраты чисел образуют в столбцах арифметические прогрессии. Число в центре равно среднему арифметическому, т.е.

так как числа в средней строке образуют арифметическую прогрессию. Аналогично получаем, что число в центре равно , где  и  – числа в серединах верхней и нижней строки, а они, в свою очередь, равны  и . Значит, 

или послу умножения на ,

Это равенство двумя возведениями в квадрат и тождественными преобразованиями приводится к виду .

3) Очевидно, что  условию задачи не удовлетворяют. Непосредственно проверяем, что   удовлетворяет условию. Далее считаем, что . Если  является простым делителем числа , то  и наоборот: если  – простой делитель числа , то . Итак, возьмем общий простой делитель  чисел и . Имеем: , , где  и  – натуральные числа. Тогда , , , и поэтому . Поскольку число  простое, то . Мы установили, что , , где  и  – натуральные числа, причём . Но из последних двух равенств следует, что  Итак, , что невозможно для . 
Ответ: .

[image: ]4) Пусть ,  и  – точки пересечения биссектрисы угла  с  и  соответственно. Угол между касательной  к окружности  и хордой  равен вписанному углу, который опирается на , откуда . Кроме того, вписанные углы  и  опираются на хорду  и потому равны. Тогда  и треугольник  равнобедренный. Поэтому биссектриса  является также его медианой и высотой. Значит, , поскольку прямые  и  перпендикулярны . Прямоугольные треугольники  и  равны по катету и гипотенузе, откуда . Из прямоугольного треугольника  мы получаем, что  и . Тогда , и по свойству биссектрисы  откуда 

Ответ: .

5) Выполним подстановки  и . Получим:

и .
Из этих двух равенств имеем: . Откуда при :
 и .
Следовательно, функция  – чётная. Далее при  из условия получаем, что , то есть существует число  такое, что . При  и  имеем                      , поэтому 
Теперь подставим в исходное равенство  и : , откуда . Далее, из условия при  имеем, что 

Рассмотрим два случая.
1. Существует, ,  такое что . Из приведенных выше соображений, . Подставляя  в исходное уравнение, получим:

что с учетом  означает  для любого действительного .
2.  тогда и только тогда, когда . При  из условия имеем, что 
,
поэтому  и, следовательно, есть еще один ответ .
Проверкой убеждаемся, что оба варианта удовлетворяют условию задачи.
Ответ:  и . 



































ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ
11 класс
2 вариант
1) Рассмотрим момент, когда бельчат на поляне было . Если -й бельчонок был лжецом, то кроме него на поляне чётное число лжецов, а вместе с ним – нечётное. Если -й бельчонок был рыцарем, то в этот момент на поляне нечётное число лжецов. Итак, в момент последнего заявления на поляне нечётное число лжецов. Значит, предпоследнее заявление истинно, следовательно, его сделал рыцарь. Аналогично и все предыдущие заявления истинны и сделаны рыцарями.   
Ответ:  могло быть лжецов, остальные – рыцари. 

2) Обозначим числа в левом верхнем, правом верхнем, левом нижнем и правом нижнем углах через , ,  и  соответственно. Требуется доказать равенство . Рассмотрим числа, стоящие в серединах крайних строк и столбцов, и число, стоящее в центре таблицы. Число в середине левого столбца равно  , а число в середине правого столбца – , так как квадраты чисел образуют в столбцах арифметические прогрессии. Число в центре равно среднему арифметическому, т.е.

так как числа в средней строке образуют арифметическую прогрессию. Аналогично получаем, что число в центре равно , где  и  – числа в серединах верхней и нижней строки, а они, в свою очередь, равны  и . Значит, 

или послу умножения на ,

Это равенство двумя возведениями в квадрат и тождественными преобразованиями приводится к виду .

3) Очевидно, что  условию задачи не удовлетворяют. Непосредственно проверяем, что  удовлетворяет условию. Далее считаем, что . Если  является простым делителем числа , то  и наоборот: если  – простой делитель числа , то . Итак, возьмем общий простой делитель  чисел  и . Имеем: , , где  и  – натуральные числа. Тогда , , , и поэтому . Поскольку число  простое, то . Мы установили, что , , где  и  – натуральные числа, причём . Но из последних двух равенств следует, что  Итак, , что невозможно для . 
Ответ: .

[image: ]4) Пусть  – середина стороны ,  и  – точки пересечения биссектрисы угла  с  и  соответственно. Угол между касательной  к окружности  и хордой  равен вписанному углу, который опирается на , откуда . Кроме того, вписанные углы  и  опираются на хорду  и потому равны. Тогда , то есть треугольник  – равнобедренный. Поэтому биссектриса  треугольника  является также его медианой и высотой. В частности, , откуда . Тогда
,   откуда .
Значит, , и равнобедренный треугольник  оказывается равносторонним. Поэтому , то есть  – биссектриса угла . Таким образом,  является серединой дуги , откуда  – биссектриса угла . Значит, . Тогда , а оставшийся угол в треугольнике равен .
Ответ: , , .

5) Выполним подстановки  и , получим: , , . Поэтому
 и .
Из этого следует, что . 
Если , то , то есть  – нечетная функция. Далее будем считать, что аргумент больше нуля. Тогда , откуда              . Следовательно, 

.
Но с другой стороны, 
.
Приравнивая эти выражения, мы получаем:


То есть . Очевидно, что все такие функции удовлетворяют условию задачи.
Ответ: .
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