ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ
10 класс
1 вариант
1) Сумма чисел от  до  равна  Для того, чтобы число заканчивалось на надо, чтобы один из множителей делился на 5. Поскольку  тоже делится на 5,  кратно 5. При этом ни , ни  не должны быть кратны 4, иначе число закончится на 0. Но из каждых двух последовательных чисел одно чётное, и если это , значит, одно из чисел  или  делится на 4. Поэтому числа  и  оба нечётные, а чётным должно быть число  то есть  кратно 10, и при делении  на 10 должно получаться нечётное число. Таким образом,  имеет вид  Наименьшее двузначное число такого вида равно 29. 
Ответ: 29.

2) Обозначим  тогда  откуда  Поскольку получаем ещё одно соотношение:  Выразим отсюда . Приравнивая два выражения для  получаем: , что после преобразования даёт уравнение  Легко видеть, что пара чисел (2, 2) удовлетворяет системе, и их сумма, равная 4, является корнем уравнения. Поделив многочлен на запишем  уравнение в виде  Квадратное уравнение имеет корни  . Можно сразу отбросить отрицательный корень, так как если сумма двух чисел отрицательна, то либо оба числа отрицательны, либо большее по модулю отрицательно. Но в этих случаях сумма кубов тоже была бы отрицательной. Таким образом, ,  Числа  являются корнями квадратного уравнения   и равны  
Ответ: (   (   

3) Самая длинная сторона должна быть не меньше  Тогда сумма длин 76 оставшихся сторон не больше   Разобьем оставшиеся 76 сторон на 38 пар соседних сторон, найдется пара (), у которой сумма длин не больше 
Таким образом,   По неравенству Коши произведение    отсюда   Площадь треугольника со сторонами  равна 

[image: ]4) а) Чтобы разделить треугольник на 7 равновеликих частей, достаточно последовательно поделить его в отношениях , считая каждый раз от одной и той же вершины. Рассмотрим способ деления треугольника прямой, параллельной основанию, в данном отношении , считая от вершины .
Пусть и – точки пересечения искомой прямой со сторонами и(см. рисунок), тогда и. 
Площади подобных треугольников  относятся как квадраты сходственных сторон, поэтому   
Разделим теперь сторону  в отношении , считая от вершины и точку деления обозначим, тогда    Объединяя два равенства, получаем: откуда  Таким образом, отрезок  является средним пропорциональным между отрезками  Построение имеет следующие этапы.
1. Проведём из точки  луч и отложим на нём  равных отрезков, проведём прямую через конец последнего отрезка и точку , проведём прямые, параллельные этой прямой через концы остальных отрезков – получим точку  (Для построения параллельной прямой построим перпендикуляр, проходящий через данную точку, и потом перпендикуляр к ней).
2. Для построения  среднего пропорционального между отрезками  отложим на продолжении  за точку  отрезок   и на полученном отрезке как на диаметре опишем полуокружность и восстановим перпендикуляр  к диаметру в точке  пусть он пересекает полуокружность в точке  Из подобия треугольников легко видеть, что  то есть . Отложим отрезок  от точки   по стороне ,  и получим точку 
3. Проведём через точку  прямую, параллельную основанию. Эта прямая разделит треугольник на части, площади которых относятся как .
4. Последовательно повторим операции, чтобы поделить треугольник в отношениях , . 
б) Проведём через все вершины треугольника  прямые, параллельные прямой  Ровно одна из них пересекает треугольник по внутренним точкам. Эта прямая разделит треугольник  на два треугольника, в каждом из которых есть сторона, параллельная прямой  По пункту а) мы можем разделить каждый треугольник на 7 равновеликих частей прямыми, параллельными прямой . Тогда треугольник  разделён на 14 равновеликих частей. Объединяя по две соседние части со смежной стороной, получим требуемое разбиение.  


5) Представим выражение в виде 

Заметим, что сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии … равна  Тогда наше выражение представляет собой сумму двух прогрессий: 
+…++…
По неравенству между средним арифметическим и средним геометрическим
 для всех 
Тогда .
Равенство достигается при  то есть при . С учётом условия  = 1 получаем .  При этих значениях  достигается минимум, равный  .
Ответ: .









ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ
10 класс
2 вариант
1) Сумма чисел от  до  равна  Для того, чтобы число заканчивалось на надо, чтобы один из множителей делился на 5. Поскольку  тоже делится на 5,  кратно 5. Если  не кратно 10, то оба числа  и  должны быть кратны 4, что невозможно. Поэтому  кратно 10. Таким образом,  имеет вид  Наименьшее двузначное число такого вида равно 19. 
Ответ:19. 

2) Обозначим  тогда  откуда  Поскольку получаем ещё одно соотношение:  Выразим отсюда . Приравнивая два выражения для  получаем: , что после преобразования даёт уравнение  Легко видеть, что пара чисел (3, 3) удовлетворяет системе, и их сумма, равная 6, является корнем уравнения. Поделив многочлен на запишем  уравнение в виде  Квадратное уравнение имеет корни  . Можно сразу отбросить отрицательный корень, так как если сумма двух чисел отрицательна, то либо оба числа отрицательны, либо большее по модулю отрицательно. Но в этих случаях сумма кубов тоже была бы отрицательной. Таким образом, ,  Числа  являются корнями квадратного уравнения   и равны 
Ответ:  

3) Самая длинная сторона должна быть не меньше  Тогда сумма длин 110 оставшихся сторон не больше   Разобьем оставшиеся 110 сторон на 55 пар соседних сторон, найдется пара (), у которой сумма длин не больше 
Таким образом,   По неравенству Коши произведение   отсюда   Площадь треугольника со сторонами  равна 

4) а) Чтобы разделить треугольник на 5 равновеликих частей, достаточно последовательно поделить его в отношениях , считая каждый раз от одной и той же вершины. Рассмотрим способ деления треугольника прямой, параллельной основанию, в данном отношении , считая от вершины . Пусть и – точки пересечения искомой прямой со сторонами и(см. рисунок), тогда и. 

Площади подобных треугольников  относятся как квадраты сходственных сторон, поэтому   
Разделим теперь сторону  в отношении , считая от вершины и точку деления обозначим, тогда    Объединяя два равенства, получаем: откуда  Таким образом, отрезок  является средним пропорциональным между отрезками  Построение имеет следующие этапы.
1. Проведём из точки  луч и отложим на нём  равных отрезков, проведём прямую через конец последнего отрезка и точку , проведём прямые, параллельные этой прямой через концы остальных отрезков – получим точку  (Для построения параллельной прямой построим перпендикуляр, проходящий через данную точку, и потом перпендикуляр к ней).
2. Для построения  среднего пропорционального между отрезками  отложим на продолжении  за точку  отрезок   и на полученном отрезке как на диаметре опишем полуокружность и восстановим перпендикуляр  к диаметру в точке  пусть он пересекает полуокружность в точке  Из подобия треугольников легко видеть, что  то есть . Отложим отрезок  от точки   по стороне ,  и получим точку 
3. Проведём через точку  прямую, параллельную основанию. Эта прямая разделит треугольник на части, площади которых относятся как .
4. Последовательно повторим операции, чтобы поделить треугольник в отношениях . 
б) Проведём через все вершины треугольника  прямые, параллельные прямой  Ровно одна из них пересекает треугольник по внутренним точкам. Эта прямая разделит треугольник  на два треугольника, в каждом из которых есть сторона, параллельная прямой  По пункту а) мы можем разделить каждый треугольник на 5 равновеликих частей прямыми, параллельными прямой . Тогда треугольник  разделён на 10 равновеликих частей. Объединяя по две соседние части со смежной стороной, получим требуемое разбиение.  

5) Представим выражение в виде 

Заметим, что сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии … равна  Тогда наше выражение представляет собой сумму двух прогрессий: 
+…++…
По неравенству между средним арифметическим и средним геометрическим
 для всех 
Тогда
 .
Равенство достигается при  то есть при . С учётом условия  = 1 получаем .  При этих значениях  достигается минимум, равный  .
Ответ:.
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