ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ
9 класс
1 вариант
1) . Поэтому задача равносильна подсчету количества таких пар натуральных чисел , что  – четное натуральное число. Это, в свою очередь, равносильно тому, что  и   – точные квадраты одной чётности. В самом деле, если число  – натуральное, то, возводя эту сумму в квадрат, убеждаемся, что натуральным должно быть и число . Но тогда в разложения чисел  и  на простые множители в нечетных степенях должны входить одни и те же простые числа. Поэтому , где  – произведение всех таких простых чисел, а   – не целое число, если . Значит, , откуда и следует, что  и  – точные квадраты. Осталось заметить, что имеется  точных квадрата, меньших , среди которых по  четных и нечётных, откуда и получаем, что искомых пар .
Ответ: . 
2) Обозначим Тогда  откуда  Из треугольника  находим:  откуда ( Следовательно, четырехугольник  вписанный. На хорды  и  опираются равные углы  и , поэтому 
Ответ: .
3) Обозначим . Перепишем данные в условии равенства в виде 
, , .
Складывая эти равенства, получаем

Пусть  и , где  – некоторое действительное число. Тогда получаем систему: 

Вычитая из второго и третьего равенств первое, получим 

Вычитая из второго равенства этой системы удвоенное первое, найдем , откуда . Тогда из первого уравнения системы находим , и из первого уравнения системы  находим . Таким образом,  при всех действительных , что и требовалось доказать. 
4) Пусть  – простые числа, для которых выполняется условие задачи. Если , то все числа  – нечётные, а потому число  – чётное, а число  – нечётное, что противоречит условию задачи. Итак, , тогда по условию выполняется равенство:

Поскольку , то  и . Поэтому . Если решить последнее неравенство, то будем иметь . Простые числа, удовлетворяющие этому неравенству, это  и .
Если , то  – не простое число.
Если , то  – простое число, тогда , то есть  , откуда .
Ответ: 
5) Сначала докажем, что количество орехов у обоих ребят не превышает , то есть количество орехов у каждого не превышает . Поскольку , то , то есть . Это означает, что номера клеток, из которых брал орехи Вася, принадлежат множеству . Разобьем это множество на такие группы подмножеств: , ,   ( подмножеств); , ,   ( подмножества); , ,   ( подмножеств); , ,  ( подмножества). Всего  подмножества. Любые два из этих подмножеств не имеют общих элементов. Если у Васи будет по меньшей мере  ореха, то по принципу Дирихле номера каких-то двух клеток, из которых брал орехи Вася, будут элементами одного из указанных выше двухэлементных подмножеств. Но поскольку каждое такое двухэлементное подмножество имеет вид , то получаем противоречие с условием задачи. 
Пример для множества  номеров  клеток Васи может быть таким:
.
Тогда номера клеток, из которых брал орехи Коля, образуют множество .
Ответ:  орехов.



















ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ
9 класс
2 вариант
1) . Поэтому задача равносильна подсчету количества таких пар натуральных чисел , что   – четное натуральное число. Это, в свою очередь, равносильно тому, что  и   – точные квадраты одной чётности. В самом деле, если число  – натуральное, то, возводя эту сумму в квадрат, убеждаемся, что натуральным должно быть и число . Но тогда в разложения чисел  и  на простые множители в нечетных степенях должны входить одни и те же простые числа. Поэтому , где  – произведение всех таких простых чисел, а   – не целое число, если . Значит, , откуда и следует, что  и  – точные квадраты. Осталось заметить, что имеется  точных квадрата, меньших , среди которых по  чётных и нечётных, откуда и получаем, что искомых пар .
Ответ: .
2) Из равенства углов  следует, что четырехугольник  – вписанный. Тогда  но  следовательно,  В треугольнике  есть углы и следовательно, третий угол  и треугольник  – прямоугольный равнобедренный с гипотенузой .  Поэтому  Аналогично  Треугольники  и  подобны с коэффициентом подобия  и 
Ответ: . 
3) Обозначим . Перепишем данные в условии равенства в виде 
, , .
Складывая эти равенства, получаем

Пусть  и , где  – некоторое действительное число. Тогда получаем систему: 

Вычитая из второго и третьего равенств первое, получим 

Вычитая из второго равенства этой системы удвоенное первое, найдем , откуда . Тогда из первого уравнения системы находим , и из первого уравнения системы  находим . Таким образом,  при всех действительных , что и требовалось доказать.
4) Пусть  – простые числа, для которых выполняется условие задачи. Если , то все числа  – нечётные, а потому число  – чётное, а число  – нечётное, что противоречит условию задачи. Итак, , тогда по условию выполняется равенство:

Поскольку , то  и . Поэтому . Если решить последнее неравенство, то будем иметь . Простые числа, удовлетворяющие этому неравенству, это  и .
Если , то  – простое число, тогда , то есть  , откуда .
Если , то  – простое число, тогда , то есть  , откуда .
Ответ: 
5) Сначала докажем, что количество орехов у обоих ребят не превышает , то есть количество орехов у каждого не превышает . Поскольку , то , то есть . Это означает, что номера клеток, из которых брал орехи Вася, принадлежат множеству . Разобьем это множество на такие группы подмножеств: , ,   ( подмножеств); , ,  ,  ( подмножеств); , ,  ( подмножеств);  ( подмножеств). Всего  подмножеств. Любые два из этих подмножеств не имеют общих элементов. Если у Васи будет по меньшей мере  орех, то по принципу Дирихле номера каких-то двух клеток, из которых брал орехи Вася, будут элементами одного из указанных выше двухэлементных подмножеств. Но поскольку каждое такое двухэлементное подмножество имеет вид , то получаем противоречие с условием задачи. 
Пример для множества  номеров  клеток Васи может быть таким:
.
Тогда номера клеток, из которых брал орехи Коля, образуют множество .
Ответ:  орехов.
