Университетская олимпиада школьников «Бельчонок» 2018-2019 г. Заключительный этап

ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ
9 КЛАСС

Общее количество баллов 100. Решение каждой задачи оценивается Жюри из 20 баллов в соответствии с разработанными критериями и методикой оценки:

	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения

	20
	Полное (верное) решение.

	16-20
	Верное решение. Имеются небольшие недочёты, в целом не влияющие на решение.

	12-16
	Решение в целом верное. Однако оно содержит ряд ошибок, либо не рассмотрены отдельные случаи, но может стать правильным после небольших исправлений или дополнений.

	8-12
	Верно рассмотрен один из двух существенных случаев.

	6-8
	Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие в решении задачи.

	2-6
	Рассмотрены частные случаи при отсутствии решения (или при ошибочном решении).

	0-2
	Решение начато, но продвижение незначительное.

	0
	Решение неверное, продвижения отсутствуют.

	0
	Решение отсутствует.



Вариант 1

1. В строку записали  чисел. Сумма любых трех подряд идущих чисел положительна. Может ли сумма всех  чисел быть отрицательной?
Ответ. Да, может.
Решение. Возьмем числа  Сумма  любых  трех подряд равна , а сумма всех 10 чисел равна  .  
Комментарий. Верный ответ, обоснованный примером – 20 баллов. Изложен верный метод построения примера, но пример отсутствует или содержит ошибки – 6-8 баллов. Решение начато, но продвижение незначительное или приведен неверный пример – 1-2 балла.

2. Ученики  «а» и  «б» писали поздравления. Каждая девочка поздравила каждого своего одноклассника, а каждый мальчик поздравил каждую девочку из другого класса. Всего было написано  поздравлений. Сколько вместе учеников в этих двух классах?
Ответ. . 
Решение. Число поздравлений, связанных с одним мальчиком, постоянно: его поздравили одноклассницы, а он поздравил девочек из другого класса, значит, число поздравлений, связанных с одним мальчиком, равно общему числу девочек, (а число  поздравлений, связанных с каждой девочкой, равно общему числу мальчиков),  Тогда всего девятиклассников  или . Второй ответ можно отбросить, так как при этом в одном классе 437 учеников, и все девочки, а в другом учится один мальчик, но таких классов не бывает.
Комментарий. Верное решение  – 20 баллов (невзирая на то, отброшен ответ 438 или нет). При верном решении  найдено только разложение  – 15 баллов.

3. На некоторые клетки доски размером  поставили по одной фишке так, что в каждой строке, в каждом столбце и в каждой диагонали стоит четное число фишек (может стоять  фишек). Угловые клетки также считаются диагоналями, состоящими из одной клетки. Каково наибольшее возможное число фишек на доске?
Ответ. .
[image: ]Решение. Оценка. На каждой диагонали, состоящей из нечетного числа клеток, должна быть пустая клетка. Таких диагоналей , причем при шахматной раскраске половина белого цвета, половина черного, значит, никакие две диагонали не пересекаются, и на каждой должна быть пустая клетка, то есть всего пустых клеток не меньше . Тогда фишек не больше  Пример приведен на рисунке. 
Комментарий. Полное верное решение  – 20 баллов. Только пример – 10 баллов.  Только оценка – 10 баллов. 

4. В квадрате   через точку , лежащую на стороне , проведена прямая, параллельная стороне . Точка пересечения этой прямой и стороны  обозначена . Из точки  на  опущен перпендикуляр . Найдите величину угла .  
Ответ. 
Решение. Поскольку  – прямоугольник, около него можно описать окружность.  является диаметром этой окружности, так как на  опирается прямой угол . Докажем, что точка  принадлежит данной окружности. По условию угол  прямой, и он также опирается на диаметр , если бы точка  лежала внутри окружности, угол  был бы тупым, а если вне – острым. Тогда угол  – прямой, так как точка  лежит на окружности, а  – диаметр этой окружности.
Комментарий. Полное верное решение  – 20 баллов. Доказаны вспомогательные утверждения – до 6 баллов. Решение начато, но продвижение незначительное  – 1 балл.

5. Сколько пар натуральных чисел   в которых  и  имеют одинаковую четность, удовлетворяет уравнению 
Ответ. .
Решение. Приведем уравнение к виду  и разложим на множители:  Каждое решение соответствует разложению числа на два множителя, причем достаточно рассматривать только положительные множители. Если один из множителей, например, тои не удовлетворяет уравнению. Поэтому уравнение будет иметь столько же решений, сколько имеется натуральных делителей у числа 
Пусть  (, Заметим, что  нельзя разложить в произведение двух нечетных чисел, и только один множитель из может быть нечетным. Поэтому достаточно найти число представлений    в виде  произведения четных множителей. Разложим   на простые множители:   Произвольный делитель  имеет вид   где  могут принимать значения . 
Найдем число пар счетными Поскольку  числа ии имеют одинаковую четность, будем искать число способов разложения на два четных множителя. В равенстве  первый  множитель  должен содержать степень , отличную от  и от  (иначе второй делитель являлся бы нечетным числом). Поэтому   может принимать только значения , и всего пар четных множителей 
Комментарий. Полное верное решение  – 20 баллов. При отсутствии решения, если уравнение приведено к общему знаменателю – 1 балл, если число   разложено на простые множители – 1 балл, если выписаны пары делителей – 2 балла, найдены некоторые решения – 1 балл, баллы суммируются.  
Вариант 2

1. В строку записали чисел. Сумма любых четырех подряд идущихчисел отрицательна. Может ли сумма всех  чисел быть положительной?
Ответ. Да, может.
Решение. Пример. Возьмем числа  Сумма  любых  четырех подряд равна , а сумма всех  чисел равна .  
Комментарий. Верный ответ, обоснованный примером – 20 баллов. Изложен верный метод построения примера, но пример отсутствует или содержит ошибки – 6-8 баллов. Решение начато, но продвижение незначительное или приведен неверный пример – 1-2 балла.

2. Ученики  «в» и  «г» решили сделать фото-галерею. Каждая девочка один раз сфотографировала  каждого своего одноклассника, а каждый мальчик сфотографировал каждую девочку из другого класса. Всего было сделано   фотографии. Сколько всего учеников в этих двух классах?
Ответ. . 
Решение. Число фотографий, связанных с одним мальчиком, постоянно: его фотографировали одноклассницы, а он фотографировал девочек из другого класса, значит, число фотографий, связанных с каждым мальчиком, равно общему числу девочек, (а число  фотографий, связанных с каждой девочкой, равно общему числу мальчиков),  Тогда всего девятиклассников  или . Второй ответ можно отбросить, так как при этом в одном классе 323 ученика, и все девочки, а в другом учится один мальчик, таких классов не бывает. 
Комментарий. Верное решение  – 20 баллов (невзирая на то, отброшен ответ 324 или нет). При верном решении  найдено только разложение  – 15 баллов.

3. На некоторые клетки доски размером  поставили по одной фишке так, что в каждой строке, в каждом столбце и в каждой диагонали стоит четное число фишек (может стоять  фишек). Угловые клетки также считаются диагоналями, состоящими из одной клетки. Каково наибольшее возможное число фишек на доске?
Ответ. .
[image: ]Решение. Оценка. На каждой диагонали, состоящей из нечетного числа клеток, должна быть пустая клетка. Таких диагоналей , причем при шахматной раскраске половина белого цвета, половина черного, значит, никакие две диагонали не пересекаются, и на каждой должна быть пустая клетка, то есть всего пустых клеток не меньше . Тогда фишек не больше  Пример приведен на рисунке. 
Комментарий. Полное верное решение  – 20 баллов. Только пример – 10 баллов.  Только оценка – 10 баллов. 

4. В остроугольном треугольнике  проведены высоты  и . Через вершину    проведена прямая, параллельная высоте , а через вершину   проведена прямая, перпендикулярная , точка пересечения этих  прямых обозначена . Найдите величину угла .  
Ответ. 
Решение. Поскольку   – прямоугольник, около него можно описать окружность.является диаметром этой окружности, так как на  опирается прямой угол . Докажем, что точка  принадлежит данной окружности. По условию угол  прямой, и он также опирается на диаметр , если бы точка  лежала внутри окружности, угол  был бы тупым, а если вне – острым. Тогда угол  – прямой, так как точка  лежит на окружности, а  – диаметр этой окружности.
Комментарий. Полное верное решение – 20 баллов. Доказаны вспомогательные утверждения – до 6 баллов. Решение начато, но продвижение незначительное  – 1 балл.

5. Сколько пар  натуральных чисел , хотя бы одно из которых нечетно, удовлетворяет уравнению 
Ответ. .
Решение. Приведем уравнение к виду  и разложим на множители:  Каждое решение соответствует разложению числа на два множителя, причем достаточно рассматривать только положительные множители. Если один из множителей, например, тои не удовлетворяет уравнению. Поэтому уравнение будет иметь столько же решений, сколько имеется натуральных делителей у числа 
Пусть ,Заметим, что  нельзя разложить в произведение двух нечетных чисел, и только один множитель из может быть нечетным. Разложим  на простые множители:   Произвольный делитель  имеет вид   где  может принимать значения ,  – значения ,  – значения . Однако  одно из чисел   а значит, и из чисел , должно быть нечетным. Значит, в равенствепервый  множитель должен содержать степень , равную (тогда первый множитель нечетен), или равную  (тогда все степени двойки входят в первый множитель, и  является нечетным числом). Поэтому может принимать только значения , и всего пар делителей удовлетворяющих условию,Если  нечетно, то и  – нечетное число. Если нечетно, то и  – нечетное число. 
Комментарий. Полное верное решение  – 20 баллов. При отсутствии решения, если уравнение приведено к общему знаменателю – 1 балл, если число   разложено на простые множители – 1 балл, если выписаны пары делителей – 2 балла, найдены некоторые решения – 1 балл, баллы суммируются.

Вариант 3

1. Костя играет в настольную игру, ему надо пройти  пунктов. При прохождении каждого пункта к его сумме баллов прибавляется какое-нибудь число, положительное, отрицательное, или . Костя заметил, что сумма чисел, полученная при прохождениилюбых четырех пунктов подряд,  отрицательна. Может ли сумма всех  чисел быть положительной?
Ответ. Да, может.
Решение. Пример. Возьмем числа 17Сумма  любых  четырех подряд равна , а сумма всех  чисел равна 3.  
Комментарий. Верный ответ, обоснованный примером – 20 баллов. Изложен верный метод построения примера, но пример отсутствует или содержит ошибки – 6-8 баллов. Решение начато, но продвижение незначительное или приведен неверный пример – 1-2 балла.
2.  На дереве резвились две стаи мартышек. Каждая стая состояла из зеленых и коричневых мартышек.  Каждая зеленая мартышка бросила по одному орехув каждую коричневую мартышкуиз своейстаи, а каждаякоричневая мартышкабросила по одному ореху в каждую зеленую мартышку из другойстаи. Всего было брошено орехов. Сколько всего мартышек  в этих двух стаях, если известно, что вместе их меньше ?
Ответ. . 
Решение. Число орехов, связанных с однойкоричневой мартышкой, постоянно: в нее бросила по одному ореху каждая зеленая мартышка из его стаи, а онабросила по одному ореху в каждую зеленую мартышку из другой стаи, значит, число орехов, связанных с каждойкоричневой мартышкой, равно общему числу зеленых мартышек, (а число  орехов, связанных с каждой зеленой мартышкой, равно общему числу коричневых мартышек),  Тогда всего мартышек или . Второй ответ по условию нужно отбросить. 
Комментарий. Верное решение  – 20 баллов. При верном решении  найдено только разложение  – 15 баллов.

3. На некоторые клетки доски размером  поставили по одной фишке так, что в каждой строке, в каждом столбце и в каждой диагонали стоит четное число фишек (может стоять  фишек). Угловые клетки также считаются диагоналями, состоящими из одной клетки. Каково наименьшее возможное число  клеток без фишек на доске?
Ответ. .
[image: ]Решение. Оценка. На каждой диагонали, состоящей из нечетного числа клеток, должна быть пустая клетка. Таких диагоналей 16, причем при шахматной раскраске половина белого цвета, половина черного, значит, никакие две диагонали не пересекаются, и на каждой должна быть пустая клетка, то есть всего пустых клеток не меньше . Пример приведен на рисунке. 
Комментарий. Полное верное решение  – 20 баллов. Только пример – 10 баллов.  Только оценка – 10 баллов. 

4. В остроугольном треугольнике сторона Из вершин и проведены высоты треугольника и .  Через вершину    проведена прямая, параллельная высоте , а через вершину   проведена прямая, параллельная стороне , точка пересечения этих  прямых обозначена . Известно, что Найдите длину отрезка 
Ответ. .
Решение. Поскольку  – прямоугольник, около него можно описать окружность.является диаметром этой окружности, так как на  опирается прямой угол . Докажем, что точка  принадлежит данной окружности. По условию угол  прямой, и он также опирается на диаметр , если бы точка  лежала внутри окружности, угол  был бы тупым, а если вне – острым. Тогда угол  – прямой, так как точка  лежит на окружности, а  –  другой диаметр этой окружности. При этом . Следовательно,  – катет прямоугольного треугольника с гипотенузой   и катетом , поэтому 
Комментарий. Полное верное решение  – 20 баллов. Доказаны вспомогательные утверждения – до 6 баллов. Решение начато, но продвижение незначительное  – 1 балл.

5. Сколько пар различных четных натуральных чиселудовлетворяет уравнению
Ответ. .
Решение. Приведем уравнение к виду  и разложим на множители:  Каждое решение соответствует разложению числа на два множителя,  причем достаточно рассматривать только положительные множители. Если один из множителей, например, тои не удовлетворяет уравнению. Поэтому уравнение будет иметь столько же решений, сколько имеется натуральных делителей у числа 
[bookmark: _GoBack]Пусть  (, Разложим   на простые множители: Произвольный делитель  имеет вид  где  может принимать значения ,  – значения ,  – значения . Однако числа   а значит, и числа , должны быть четными. Значит, в равенстве первый  множитель должен содержать степень , отличную от  и от 4 (иначе второй делитель являлся бы нечетным числом). Поэтому может принимать только значения , и всего пар четных множителей  Одна пара состоит из равных множителей, каждый из которых равен  при этом  эта пара не удовлетворяет условию. Очевидно, что в любой другой паре делители не равны, и 
Комментарий. Полное верное решение  – 20 баллов. При отсутствии решения, если уравнение приведено к общему знаменателю – 1 балл, если число   разложено на простые множители – 1 балл, если выписаны пары делителей – 2 балла, найдены некоторые решения – 1 балл, баллы суммируются.
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