Университетская олимпиада школьников «Бельчонок» 2018-2019 г. Заключительный этап

ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ
10 КЛАСС

Общее количество баллов 100. Решение каждой задачи оценивается Жюри из 20 баллов в соответствии с разработанными критериями и методикой оценки:

	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения

	20
	Полное (верное) решение.

	16-20
	Верное решение. Имеются небольшие недочёты, в целом не влияющие на решение.

	12-16
	Решение в целом верное. Однако оно содержит ряд ошибок, либо не рассмотрены отдельные случаи, но может стать правильным после небольших исправлений или дополнений.

	8-12
	Верно рассмотрен один из двух существенных случаев.

	6-8
	Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие в решении задачи.

	2-6
	Рассмотрены частные случаи при отсутствии решения (или при ошибочном решении).

	0-2
	Решение начато, но продвижение незначительное.

	0
	Решение неверное, продвижения отсутствуют.

	0
	Решение отсутствует.



Вариант 1

1. Вася заметил, что задуманное им натуральное число  равно сумме двух натуральных делителей числа . Какое наибольшее число мог задумать Вася? 
Ответ. .	
Решение. Очевидно, ни один из этих делителей не может равняться , и не может быть, чтобы они оба равнялись . Поэтому их сумма не превосходит . Решая неравенство , получаем . Действительно, .

2. Каждый день со вторника по субботу бельчонок искал орехи в лесу. При этом каждый день он находил не больше орехов, чем в предыдущий день. Всего за  дней бельчонок нашёл  орехов. Какое наименьшее общее число орехов он мог найти за три дня – вторник, четверг и субботу?
Ответ. 
Решение. Если в каждый из первых четырех дней бельчонок находил по  орехов, а в субботу не нашёл ничего, то условия задачи выполнены, и за указанные три дня найдено ровно  орехов. Докажем, что в указанные дни меньше, чем  орехов, собрано быть не могло. Пусть со вторника по субботу бельчонок последовательно находил  орехов. Так как , то . Следовательно, . Так как , то .

3. Три числа , ,  являются последовательными членами некоторой возрастающей арифметической прогрессии. Известно, что ,  и . Чему равно ?
Ответ. . 
Решение. Обозначим члены арифметической прогрессии , , . Заметим, что 
 ,
откуда  (, так как прогрессия возрастающая). Поэтому
,
что дает . Наконец, так как , то .

4. В треугольнике  с углом  и площадью  проведена высота . В треугольниках  и  проведены высоты  и  соответственно. Найдите периметр треугольника , если известно, что он равнобедренный.
Ответ. .
Решение. Так как треугольник  равнобедренный, а  в нём тупой, то значит . Но тогда прямоугольные треугольники  и  равны по катету и гипотенузе, следовательно, , то есть точка  лежит на биссектрисе угла , откуда треугольник  также равнобедренный. Значит, треугольник  и  подобны. Найдём коэффициенты подобия. Во-первых, . Во-вторых, . Значит, . Далее, , откуда . Отсюда . Значит, , .

5. Дана функция , где , ,  – некоторые действительные числа, причем . Известно, что множеством решений неравенства  является промежуток длины . Докажите, что  при всех .
Решение. Как нетрудно сообразить по правилу раскрытия модуля, функция  – кусочно-линейная, т. е. ее график состоит из прямолинейных участков, а именно: при  это прямая с угловым коэффициентом ; при  – прямая с угловым коэффициентом 1; а при  – прямая с угловым коэффициентом . Пусть прямая  пересекает график в точках  и . Тогда по условию . Проведем через точку  прямую с угловым коэффициентом , а через точку  – прямую с угловым коэффициентом  до их пересечения в точке .  Отметим, что точка  расположена ниже любой точки графика функции . В равнобедренном  боковые стороны имеют угловые коэффициенты , , следовательно, высота, опущенная из вершины , равна . Значит, на самом деле точка  находится на оси , а тогда график функции  – выше этой оси.

Вариант 2

1. Вася заметил, что задуманное им натуральное число  равно сумме двух натуральных делителей числа . Какое наибольшее число мог задумать Вася? 
Ответ. .	
Решение. Очевидно, ни один из этих делителей не может равняться , и не может быть, чтобы они оба равнялись . Поэтому их сумма не превосходит . Решая неравенство , получаем . Действительно, .

2. Каждый день со вторника по субботу бельчонок искал орехи в лесу. При этом каждый день он находил не больше орехов, чем в предыдущий день. Всего за  дней бельчонок нашёл  орехов. Какое наименьшее общее число орехов он мог найти за три дня  – вторник, четверг и субботу?
Ответ. 
Решение. Если в каждый из первых четырех дней бельчонок находил по  орехов, а в субботу не нашёл ничего, то условия задачи выполнены, и за указанные три дня найдено ровно  орехов. Докажем, что в указанные дни меньше, чем  орехов, собрано быть не могло. Пусть со вторника по субботу бельчонок последовательно находил  орехов. Так как , то . Следовательно, . Так как , то .

3. Три числа , ,  являются последовательными членами некоторой возрастающей арифметической прогрессии. Известно, что ,  и . Чему равно ?
Ответ. . 
Решение. Обозначим члены арифметической прогрессии , , . Заметим, что 
 ,
откуда  (, так как прогрессия возрастающая). Поэтому
,
что дает . Наконец, так как , то .

4. В треугольнике  с углом  проведена высота . В треугольниках  и  проведены высоты  и  соответственно. Найдите периметр треугольника , если известно, что треугольник  равнобедренный и его площадь равна .
Ответ. .
Решение. Так как треугольник  равнобедренный, а  в нём тупой, то значит . Но тогда прямоугольные треугольники  и  равны по катету и гипотенузе, следовательно, , то есть точка  лежит на биссектрисе угла , откуда треугольник  также равнобедренный. Значит, треугольник  и  подобны. Найдём коэффициенты подобия. Во-первых, . Во-вторых, . Значит, . Далее, , откуда . Отсюда . Значит, , .

5. Дана функция , где , ,  – некоторые действительные числа, причем . Известно, что множеством решений неравенства  является промежуток длины . Докажите, что  при всех .
Решение. Как нетрудно сообразить по правилу раскрытия модуля, функция  – кусочно-линейная, т. е. ее график состоит из прямолинейных участков, а именно: при  это прямая с угловым коэффициентом ; при  – прямая с угловым коэффициентом ; а при  – прямая с угловым коэффициентом . Пусть прямая  пересекает график в точках  и . Тогда по условию . Проведем через точку  прямую с угловым коэффициентом , а через точку  – прямую с угловым коэффициентом  до их пересечения в точке . Отметим, что точка  расположена ниже любой точки графика функции . В равнобедренном  боковые стороны имеют угловые коэффициенты , , следовательно, высота, опущенная из вершины , равна . Значит, на самом деле точка  находится на оси , а тогда график функции  – выше этой оси.

Вариант 3
1. Вася заметил, что задуманное им натуральное число  равно сумме двух натуральных делителей числа . Какое наибольшее число мог задумать Вася? 
Ответ. .	
Решение. Очевидно, ни один из этих делителей не может равняться , и не может быть, чтобы они оба равнялись . Поэтому их сумма не превосходит . Решая неравенство , получаем . Действительно, .

2. Каждый день со вторника по субботу бельчонок искал орехи в лесу. При этом каждый день он находил не больше орехов, чем в предыдущий день. Всего за  дней бельчонок нашёл  орехов. Какое наименьшее общее число орехов он мог найти за три дня  – вторник, четверг и субботу?
Ответ. 
Решение. Если в каждый из первых четырех дней бельчонок находил по  орехов, а в субботу не нашёл ничего, то условия задачи выполнены, и за указанные три дня найдено ровно  орехов. Докажем, что в указанные дни меньше, чем  орехов, собрано быть не могло. Пусть со вторника по субботу бельчонок последовательно находил  орехов. Так как , то . Следовательно, . Так как , то .

3. Три числа , ,  являются последовательными членами некоторой возрастающей арифметической прогрессии. Известно, что ,  и . Чему равно ?
Ответ. . 
Решение. Обозначим члены арифметической прогрессии , , . Заметим, что 
,
откуда  (, так как прогрессия возрастающая). Поэтому
,
что дает . Наконец, так как , то .

4. В треугольнике  с углом  и площадью  проведена высота . В треугольниках  и  проведены высоты  и  соответственно. Найдите периметр треугольника , если известно, что он равнобедренный.
Ответ. .
[bookmark: _GoBack]Решение. Так как треугольник  равнобедренный, а  в нём тупой, то значит . Но тогда прямоугольные треугольники  и  равны по катету и гипотенузе, следовательно, , то есть точка  лежит на биссектрисе угла , откуда треугольник  также равнобедренный. Значит, треугольник  и  подобны. Найдём коэффициенты подобия. Во-первых, . Во-вторых, . Значит, . Далее, , откуда . Отсюда . Значит, , .
5. Дана функция , где , ,  – некоторые действительные числа, причем . Известно, что множеством решений неравенства  является промежуток длины . Докажите, что  при всех .
Решение. Как нетрудно сообразить по правилу раскрытия модуля, функция  – кусочно-линейная, т. е. ее график состоит из прямолинейных участков, а именно: при  это прямая с угловым коэффициентом ; при  – прямая с угловым коэффициентом ; а при  – прямая с угловым коэффициентом . Пусть прямая  пересекает график в точках  и . Тогда по условию . Проведем через точку  прямую с угловым коэффициентом , а через точку  – прямую с угловым коэффициентом  до их пересечения в точке .  Отметим, что точка  расположена ниже любой точки графика функции . В равнобедренном  боковые стороны имеют угловые коэффициенты , , следовательно, высота, опущенная из вершины , равна . Значит, на самом деле точка  находится на оси , а тогда график функции  – выше этой оси.
