Университетская олимпиада школьников «Бельчонок» 2018-2019 г. Заключительный этап

ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ
8 КЛАСС

Общее количество баллов 100. Решение каждой задачи оценивается Жюри из 20 баллов в соответствии с разработанными критериями и методикой оценки: 

	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения

	20
	Полное (верное) решение.

	16-20
	Верное решение. Имеются небольшие недочёты, в целом не влияющие на решение.

	12-16
	Решение в целом верное. Однако оно содержит ряд ошибок, либо не рассмотрены отдельные случаи, но может стать правильным после небольших исправлений или дополнений.

	8-12
	Верно рассмотрен один из двух существенных случаев.

	6-8
	Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие в решении задачи.

	2-6
	Рассмотрены частные случаи при отсутствии решения (или при ошибочном решении).

	0-2
	Решение начато, но продвижение незначительное.

	0
	Решение неверное, продвижения отсутствуют.

	0
	Решение отсутствует.



Вариант 1

1. Пусть  – натуральное число. Известно, что среди  последовательных чисел  имеется  простых. Докажите, что  и  обязательно простые.
Решение. Числа , , , , , , , , , , , , ,  – делятся на  и больше , значит, не простые. Числа , , , ,  – делятся на  и больше , поэтому не простые. Числа ,  – делятся на  и больше , следовательно, не простые. Осталось всего  чисел: , , , , , , , , значит все они простые.

2. Найдите , если .
Ответ. 
Решение. Обозначим , тогда . По условию  откуда  Итак, и . Поэтому и  Следовательно,  равно  или .

3. Известно,  – выпуклый пятиугольник. Прямые  и  пересекаются в точке ,  прямые  и  – в точке , прямые  и  – в точке , треугольники  и  – равнобедренные с углом при вершине равным . Как значения может принимать градусная мера угла , если известно, что треугольники  и  также равнобедренные. 
Ответ.  или .
Решение. Рассмотрим треугольник . Угол  в нем может быть  или . Тогда смежный  составляет  или . Значит, в треугольнике  это угол при вершине и  составляет  или . Проведём аналогичные рассуждения для треугольников  и , получим, что  также составляет  или  в зависимости от . Но , как вертикальные, значит . Тогда , что составляет  или .

4. Бельчонок прошёл в финал математического конкурса. Перед ним лежат  шишек,  грибов и  ягод. Бельчонку требуется выбрать  из  этих предметов так, чтобы заработать максимальное количество баллов. Баллы начисляются следующим образом. За каждую шишку бельчонок получает один балл. За каждый гриб – количество баллов, равное удвоенному количеству выбранных шишек. За каждую ягоду – количество баллов, равное утроенному количеству выбранных грибов. Какое максимальное количество баллов может получить бельчонок? 
Ответ. . 
Решение. Обозначим количества взятых бельчонком шишек, грибов и ягод за ,  и  соответственно. Число баллов, которое получит бельчонок, выражается формулой . Если , то бельчонок получит баллы только за шишки, то есть не более . Если же , то , и, как видно из формулы выше, после замены всех шишек на ягоды количество баллов, набранных бельчонком, не уменьшится. Тем самым можно считать, что бельчонок выбрал только ягоды и грибы, и тогда . Общая сумма набранных баллов вычисляется по формуле . Рассмотрим параболу . Максимальное значение в целочисленной точке достигается, когда эта точка ближе всех к вершине параболы, то есть при  или . Количество очков при этом равно .

5. В шахматном турнире участвовали  бельчат-шахматистов. Перед обеденным перерывом на турнире была сыграна  партия, причём каждый бельчонок сыграл либо , либо  партии и никто из бельчат не играл друг с другом дважды. Возможно ли, что никакие два бельчонка, сыгравшие по  партии, не играли между собой?
Ответ. Нет.
Решение. Пусть к рассматриваемому моменту турнира  участников сыграло по три партии, а  – по две партии. Поскольку в каждой партии участвуют два шахматиста, то суммарное количество сыгранных к этому моменту партий равно . Из уравнения  находим  . Предположим, теперь, что никакие два шахматиста, сыгравшие по три партии, не играли между собой. Тогда все игры, которые они провели, были сыграны с шахматистами, сыгравшими по две партии. Таких игр , что противоречит условию задачи.

Вариант 2

1. Пусть  – натуральное число. Докажите, что среди  последовательных чисел  имеется не более  простых. 
Решение. Числа , , , , , , , , , , , , ,  – делятся на  и больше , значит, не простые. Числа , , , ,  – делятся на  и больше , поэтому не простые. Числа ,  – делятся на  и больше , следовательно, не простые. Осталось всего  чисел: , , , , , , ,  и только среди них могут быть простые.

2. Найдите , если .
Ответ. 
Решение. Обозначим , тогда . По условию , откуда  или . Итак, и . Поэтому и  Следовательно,  равно  или .

3. Известно,  – выпуклый пятиугольник. Прямые  и  пересекаются в точке ,  прямые  и  – в точке , прямые  и  – в точке , треугольники  и  – равнобедренные с углом при вершине равным . Как значения может принимать градусная мера угла , если известно, что треугольники  и  также равнобедренные.
Ответ.  или .
Решение. Рассмотрим треугольник . Угол  в нем может быть  или . Тогда смежный  составляет  или . Значит, в треугольнике  это угол при вершине и  составляет  или . Проведём аналогичные рассуждения для треугольников  и , получим, что  также составляет  или  в зависимости от . Но , как вертикальные, значит . Тогда , что составляет  или .

4. Бельчонок прошёл в финал математического конкурса. Перед ним лежат  шишек,  грибов и  ягод. Бельчонку требуется выбрать  из  этих предметов так, чтобы заработать максимальное количество баллов. Баллы начисляются следующим образом. За каждую шишку бельчонок получает один балл. За каждый гриб – количество баллов, равное удвоенному количеству выбранных шишек. За каждую ягоду – количество баллов, равное утроенному количеству выбранных грибов. Какое максимальное количество баллов может получить бельчонок? 
Ответ. . 
Решение. Обозначим количества взятых бельчонком шишек, грибов и ягод за ,  и  соответственно. Число баллов, которое получит бельчонок, выражается формулой . Если , то бельчонок получит баллы только за шишки, то есть не более . Если же , то , и, как видно из формулы выше, после замены всех шишек на ягоды количество баллов, набранных бельчонком, не уменьшится. Тем самым можно считать, что бельчонок выбрал только ягоды и грибы, и тогда . Общая сумма набранных баллов вычисляется по формуле . Рассмотрим параболу . Максимальное значение в целочисленной точке достигается, когда эта точка ближе всех к вершине параболы, то есть при  или . Количество очков при этом равно .

5. В шахматном турнире участвовали  бельчонка-шахматиста. Перед обеденным перерывом на турнире было сыграно  партии, причём каждый бельчонок сыграл либо , либо  партии и никто из бельчат не играл друг с другом дважды. Возможно ли, что никакие два бельчонка, сыгравшие по  партии, не играли между собой?
Ответ. Нет.
Решение. Пусть к рассматриваемому моменту турнира  участников сыграло по три партии, а  – по две партии. Поскольку в каждой партии участвуют два шахматиста, то суммарное количество сыгранных к этому моменту партий равно . Из уравнения  находим  . Предположим, теперь, что никакие два шахматиста, сыгравшие по три партии, не играли между собой. Тогда все игры, которые они провели, были сыграны с шахматистами, сыгравшими по две партии. Таких игр , что противоречит условию задачи.

Вариант 3

1. Пусть  – натуральное число. Докажите, что среди  последовательных чисел  имеется не более  простых. 
Решение. Числа , , , , , , , , , ,  делятся на  и больше , значит, не простые. Числа , , ,  делятся на  и больше , поэтому не простые. Число  делится на  и больше , следовательно, не простое. Осталось всего  чисел: , , , , , , только они и могут быть простыми.

2. Найдите , если .
Ответ. 
Решение. Обозначим , тогда . По условию , откуда  или . Итак, и . Поэтому и  Следовательно,  равно  или .

3. Известно,  – выпуклый пятиугольник. Прямые  и  пересекаются в точке ,  прямые  и  – в точке , прямые  и  – в точке , треугольники  и  – равнобедренные с углом при вершине равным . Как значения может принимать градусная мера угла , если известно, что треугольники  и  также равнобедренные.
Ответ.  или .
Решение. Рассмотрим треугольник . Угол  в нем может быть  или . Тогда смежный  составляет  или . Значит, в треугольнике  это угол при вершине и  составляет  или . Проведём аналогичные рассуждения для треугольников  и , получим, что  также составляет  или  в зависимости от . Но , как вертикальные, значит . Тогда , что составляет  или .

4. Бельчонок прошёл в финал математического конкурса. Перед ним лежат  шишка,  гриб и  ягода. Бельчонку требуется выбрать  из  этих предметов так, чтобы заработать максимальное количество баллов. Баллы начисляются следующим образом. За каждую шишку бельчонок получает один балл. За каждый гриб – количество баллов, равное удвоенному количеству выбранных шишек. За каждую ягоду – количество баллов, равное утроенному количеству выбранных грибов. Какое максимальное количество баллов может получить бельчонок? 
Ответ. . 
Решение. Обозначим количества взятых бельчонком шишек, грибов и ягод за ,  и  соответственно. Число баллов, которое получит бельчонок, выражается формулой . Если , то бельчонок получит баллы только за шишки, то есть не более . Если же , то , и, как видно из формулы выше, после замены всех шишек на ягоды количество баллов, набранных бельчонком, не уменьшится. Тем самым можно считать, что бельчонок выбрал только ягоды и грибы, и тогда . Общая сумма набранных баллов вычисляется по формуле . Рассмотрим параболу . Максимальное значение в целочисленной точке достигается, когда эта точка ближе всех к вершине параболы, то есть при  или . Количество очков при этом равно . 

5. В шахматном турнире участвовали  бельчат-шахматистов. Перед обеденным перерывом на турнире было сыграно  партий, причём каждый бельчонок сыграл либо , либо  партии и никто из бельчат не играл друг с другом дважды. Возможно ли, что никакие два бельчонка, сыгравшие по  партии, не играли между собой?
Ответ. Нет.
Решение. Пусть к рассматриваемому моменту турнира  участников сыграло по три партии, а  – по две партии. Поскольку в каждой партии участвуют два шахматиста, то суммарное количество сыгранных к этому моменту партий равно . Из уравнения  находим  . Предположим, теперь, что никакие два шахматиста, сыгравшие по три партии, не играли между собой. Тогда все игры, которые они провели, были сыграны с шахматистами, сыгравшими по две партии. Таких игр , что противоречит условию задачи.

