Университетская олимпиада школьников «Бельчонок» 2018-2019 г. Заключительный этап

ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ
11 КЛАСС

Общее количество баллов 100. Решение каждой задачи оценивается Жюри из 20 баллов в соответствии с разработанными критериями и методикой оценки:

	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения

	20
	Полное (верное) решение.

	16-20
	Верное решение. Имеются небольшие недочёты, в целом не влияющие на решение.

	12-16
	Решение в целом верное. Однако оно содержит ряд ошибок, либо не рассмотрены отдельные случаи, но может стать правильным после небольших исправлений или дополнений.

	8-12
	Верно рассмотрен один из двух существенных случаев.

	6-8
	Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие в решении задачи.

	2-6
	Рассмотрены частные случаи при отсутствии решения (или при ошибочном решении).

	0-2
	Решение начато, но продвижение незначительное.

	0
	Решение неверное, продвижения отсутствуют.

	0
	Решение отсутствует.



Вариант 1

1. В ряд выписывают дроби , , . Сколько всего целых чисел встретится в таком ряду? 
Ответ. .
Решение. Сумма числителя и знаменателя каждой дроби равна , то есть каждая дробь имеет вид , где  – натуральное число, не превосходящее . Уравнение  равносильно уравнению , откуда следует, что число  должно быть делителем . Поскольку , где числа ,  и  – простые,  может равняться , , , , ,  или .

2. Пчелы продают мед двух видов: правильный и неправильный. Правильный мед (без стоимости горшка) ровно втрое дороже неправильного (без стоимости горшка). Кроме того, Пчелы принимают пустые горшки из-под меда в обмен на горшки с медом. У Винни-Пуха есть  пустых горшков. Он хочет обменять все эти горшки на несколько полных горшков так, чтобы пустых горшков у него не осталось. Сколько полных горшков сможет получить Винни, если  горшков с неправильным медом стоят столько же, сколько  горшков с правильным? Найдите все варианты и докажите, что других нет.
Ответ.  горшка с правильным медом и  горшка с неправильным медом.
Решение. Пусть , ,  – стоимость горшка, правильного меда и неправильного меда соответственно. По условию,

Тогда , откуда , . Следовательно, , . Если Винни-Пух взял  горшков с неправильным медом и  горшков с правильным медом, то выполняется соотношение: , откуда . Поскольку  и  – натуральные числа, то осталось перебрать . Действительно, если , то . Решение получается только при .

3. Две окружности касаются внутренним образом в точке . В большей окружности проведена хорда , касающаяся меньшей окружности в точке . Найдите , если  и . 
[image: ]Ответ. .
Решение. Проведем хорду  и общую касательную . Тогда , поэтому  и . Следовательно, , т.е.  – биссектриса треугольника , откуда по свойству биссектрисы , поэтому  

4. Каждый член арифметической прогрессии  принадлежит  промежутку . Оказалось, что . Какие значения может принимать ?
Ответ.  или .
Решение. Пусть      – искомая арифметическая прогрессия. Тогда
.
Применим формулы для суммы синусов и суммы косинусов:
.
Поскольку все члены прогрессии лежат в промежутке , разность между пятым и первым членом не превосходит . Значит, , то есть . Таким образом, только, если  и прогрессия состоит из чисел , , , , . Тогда . 
Если же , то, сокращая, получаем . Значит, либо , откуда , причем этот случай реализуется, например, постоянной прогрессии; либо  откуда , что несовместимо с неравенством .

5. Найдите все такие числа , где  – натуральное число, которые имеют ровно три различных простых делителя, один из которых равен .
Ответ. .
Решение. Поскольку число  четно, один из его простых делителей равен . Поэтому мы должны найти все , имеющие ровно два нечетных простых делителя, один из которых равен . Остатки от деления степеней  на  равны , ,  и далее циклически повторяются. Тогда делимость  на  означает, что  кратно , то есть . Отсюда , где ,  . Заметим, что числа  и  взаимно просты. Действительно, если число  делит  и , то оно делит и , так как
.
Но  не кратно , откуда . Докажем, что число  есть степень двойки только при . Действительно, пусть . Запишем . В правой части стоит произведение соседних четных чисел, больших . Поэтому хотя бы одно из них не делится на  и, значит, не является степенью . Если , мы получаем , что нам подходит. Покажем, что при   решений нет. Одно из чисел  и  делится на . Рассмотрим два случая.
1)  кратно . Тогда  , то есть . Если , то  делится на  и . При  мы можем применить к  те же рассуждения, что и к . В обоих случаях  разложится на два взаимно простых множителя, не являющихся степенями двойки. Поэтому  имеет не менее трех различных простых нечетных делителей, что невозможно.
2)  кратно . Заметим, что  имеет нечетный делитель, а  нечетно и взаимно просто с . Тогда  должно быть степенью , то есть  при некотором натуральном . Значит, остаток от деления  на  равен  при нечетном  и  при четном. С другой стороны, этот остаток должен быть таким же, как у  , то есть , что невозможно. 

Вариант 2

1. В ряд выписывают дроби , , . Сколько всего целых чисел встретится в таком ряду? 
Ответ. .
Решение. Сумма числителя и знаменателя каждой дроби равна , то есть каждая дробь имеет вид , где  – натуральное число, не превосходящее . Уравнение  равносильно уравнению , откуда следует, что число  должно быть делителем . Поскольку , где числа ,  и  – простые,  может равняться , , , , ,  или .

2. Пчелы продают мед двух видов: правильный и неправильный. Правильный мед (без стоимости горшка) ровно вдвое дороже неправильного (без стоимости горшка). Кроме того, Пчелы принимают пустые горшки из-под меда в обмен на горшки с медом. У Винни-Пуха есть  пустых горшков. Он хочет обменять все эти горшки на несколько полных горшков так, чтобы пустых горшков у него не осталось. Сколько полных горшков сможет получить Винни, если  горшков с неправильным медом стоят столько же, сколько  горшков с правильным? 
Ответ.  горшок с правильным медом и  горшка с неправильным медом.
Решение. Пусть , ,  – стоимость горшка, правильного меда и неправильного меда соответственно. По условию,

Тогда , откуда , . Следовательно, , . Если Винни-Пух взял  горшков с неправильным медом и  горшков с правильным медом, то выполняется соотношение: , откуда . Поскольку  и  – натуральные числа, то осталось перебрать . Действительно, если , то . Решение получается только при .

3. Две окружности касаются внутренним образом в точке . В большей окружности проведена хорда , касающаяся меньшей окружности в точке . Найдите , если  и . 
[image: ]Ответ. .
Решение. Проведем хорду  и общую касательную . Тогда , поэтому  и . Следовательно, , т.е.  – биссектриса треугольника , откуда по свойству биссектрисы , поэтому  

4. Каждый член арифметической прогрессии  принадлежит  промежутку . Оказалось, что . Какие значения может принимать ?
Ответ.  или .
Решение. Пусть      – искомая арифметическая прогрессия. Тогда

Применим формулы для суммы синусов и суммы косинусов:
.
Поскольку все члены прогрессии лежат в промежутке , разность между пятым и первым членом не превосходит . Значит, , то есть . Таким образом, только, если  и прогрессия состоит из чисел , , , , . Тогда . 
Если же , то, сокращая, получаем . Значит, либо , откуда , причем этот случай реализуется, например, постоянной прогрессии; либо  откуда , что несовместимо с неравенством .

5. Найдите все такие числа , где  – натуральное число, которые имеют ровно три различных простых делителя, один из которых равен .
Ответ.  или .
Решение. Запишем  в виде , где . Один простой делитель  равен . Поэтому мы должны найти все , имеющие ровно два нечетных простых делителя, один из которых равен . Делимость  на  означает, что  четно, то есть . Если , то , что нам не подходит. При  и  мы получим соответственно  и , откуда  и . Покажем, что при  решений не будет. Заметим, что , где , . 
Числа  и  взаимно просты, так как они нечетны и . Одно из них кратно . Если  кратно , то  четно, и мы можем разложить  в произведение двух взаимно простых чисел, отличных от , тем же способом, что и . Тогда  есть произведение трёх взаимно простых чисел и, тем самым, имеет не менее трех различных простых делителей, что невозможно. Пусть теперь  кратно . Так как число  взаимно просто с , оно не может иметь других простых делителей. Отсюда  и  при некотором натуральном . Рассмотрим два случая. 
1)  четно. Тогда , причем , так как . Поэтому 

В правой части равенства стоит произведение соседних четных чисел, больших . Но одно из них не делится на  и потому не является степенью двойки, что невозможно. 
2)  нечетно. Тогда  при некотором натуральном , и

Правая часть этого равенства кратна , так как содержит два четных множителя, а левая часть при  не делится на . Значит, этот случай также невозможен. 

Вариант 3

1. В ряд выписывают дроби , , . Сколько всего целых чисел встретится в таком ряду? 
Ответ. .
Решение. Сумма числителя и знаменателя каждой дроби равна , то есть каждая дробь имеет вид , где  – натуральное число, не превосходящее . Уравнение  равносильно уравнению , откуда следует, что число  должно быть делителем . Поскольку , где числа ,  и  – простые,  может равняться , , , , ,  или .

2. Пчелы продают мед двух видов: правильный и неправильный. Правильный мед (без стоимости горшка) ровно вдвое дороже неправильного (без стоимости горшка). Кроме того, Пчелы принимают пустые горшки из-под меда в обмен на горшки с медом. У Винни-Пуха есть  пустых горшков. Он хочет обменять все эти горшки на несколько полных горшков так, чтобы пустых горшков у него не осталось. Сколько полных горшков сможет получить Винни, если  горшков с неправильным медом стоят столько же, сколько  горшков с правильным? 
Ответ.  горшка с правильным медом и  горшка с неправильным медом.
Решение. Пусть , ,  – стоимость горшка, правильного меда и неправильного меда соответственно. По условию,

Тогда , откуда , . Следовательно, , . Если Винни-Пух взял  горшков с неправильным медом и  горшков с правильным медом, то выполняется соотношение: , откуда . Поскольку  и  – натуральные числа, то осталось перебрать . Действительно, если , то . Решение получается только при .

3. Две окружности касаются внутренним образом в точке . В большей окружности проведена хорда , касающаяся меньшей окружности в точке . Найдите , если  и . 
[image: ]Ответ. .
Решение. Проведем хорду  и общую касательную . Тогда , поэтому  и . Следовательно, , т.е.  – биссектриса треугольника , откуда по свойству биссектрисы , поэтому  

4. Каждый член арифметической прогрессии  принадлежит  промежутку . Оказалось, что . Какие значения может принимать ?
Ответ.  или .
Решение. Пусть      – искомая арифметическая прогрессия. Тогда
.
Применим формулы для суммы синусов и суммы косинусов:
.
Поскольку все члены прогрессии лежат в промежутке , разность между пятым и первым членом не превосходит . Значит, , то есть . Таким образом, только, если  и прогрессия состоит из чисел , , , , . Тогда . 
Если же , то, сокращая, получаем . Значит, либо , откуда , причем этот случай реализуется, например, постоянной прогрессии; либо  откуда , что несовместимо с неравенством .

5. Найдите все такие числа , где  – натуральное число, которые имеют ровно три различных простых делителя, один из которых равен .
Ответ. .
Решение. Поскольку число  четно, один из его простых делителей равен . Поэтому мы должны найти все , имеющие ровно два нечетных простых делителя, один из которых равен . Остатки от деления степеней  на  равны , ,  и далее циклически повторяются. Тогда делимость  на  означает, что  кратно , то есть . Отсюда , где ,  . Заметим, что числа  и  взаимно просты. Действительно, если число  делит  и , то оно делит и , так как
.
Но  не кратно , откуда . Докажем, что число  есть степень двойки только при . Действительно, пусть . Запишем . В правой части стоит произведение соседних четных чисел, больших . Поэтому хотя бы одно из них не делится на  и, значит, не является степенью . Если , мы получаем , что нам подходит. Покажем, что при   решений нет. Одно из чисел  и  делится на . Рассмотрим два случая.
1)  кратно . Тогда  , то есть . Если , то  делится на  и . При  мы можем применить к  те же рассуждения, что и к . В обоих случаях  разложится на два взаимно простых множителя, не являющихся степенями двойки. Поэтому  имеет не менее трех различных простых нечетных делителей, что невозможно.
[bookmark: _GoBack]2)  кратно . Заметим, что  имеет нечетный делитель, а  нечетно и взаимно просто с . Тогда  должно быть степенью , то есть  при некотором натуральном . Значит, остаток от деления  на  равен  при нечетном  и  при четном. С другой стороны, этот остаток должен быть таким же, как у  , то есть , что невозможно. 
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