Университетская олимпиада школьников «Бельчонок» 2018-2019 г. Заключительный этап

ОТВЕТЫ И РЕШЕНИЯ
7 КЛАСС

[bookmark: _GoBack]Общее количество баллов 100. Решение каждой задачи оценивается Жюри из 20 баллов в соответствии с разработанными критериями и методикой оценки: 

	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения

	20
	Полное (верное) решение.

	16-20
	Верное решение. Имеются небольшие недочёты, в целом не влияющие на решение.

	12-16
	Решение в целом верное. Однако оно содержит ряд ошибок, либо не рассмотрены отдельные случаи, но может стать правильным после небольших исправлений или дополнений.

	8-12
	Верно рассмотрен один из двух существенных случаев.

	6-8
	Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие в решении задачи.

	2-6
	Рассмотрены частные случаи при отсутствии решения (или при ошибочном решении).

	0-2
	Решение начато, но продвижение незначительное.

	0
	Решение неверное, продвижения отсутствуют.

	0
	Решение отсутствует.



Указания к оцениванию отдельных задач содержатся в комментариях к решениям.

Вариант 1

1. Серый и рыжий бельчата направились по тропинке от  полянки к дубу, серый побежал, а рыжий пошел.Серый  через 18 минут добежал до дуба,  сразу побежал назад навстречу рыжему, и встретился с ним  через   минут.  Сколько минут потребуется рыжему бельчонку, чтобы дойти от места встречи до дуба?
Ответ..
Решение. До места встречи рыжий бельчонок шел  минуты, а серый впервые пробежал это место через  минут, поэтому их скорости относятся как  На последний участок рыжий бельчонок затратит вдвое больше времени, чем серый, то есть  минут.
Комментарий. Полное правильное решение – 20 баллов. Найдено только время, потраченное на весь путь – 15 баллов.  Приведено решение, но получен неверный ответ – от 1 до 5  баллов. 

2. Можно ли  разбить куб со стороной  на  кубиков с целыми сторонами (не обязательно равных)?
Ответ. Да, можно. 
Решение. Выделим в нижней половине  кубика со стороной . Следующий слой  разобьем на  кубиков со стороной , и каждый  из двух следующих слоев тоже разобьем на  кубиков со стороной . Получим кубиков. 
Комментарий. Полное правильное решение – 20 баллов. Ответ «да» без обоснования  – 0 баллов. Решение начато, но значительных продвижений нет – 1-2 балла.  При верном ответе и расчетах не показано, как можно разместить кубики – 18 баллов.  Показано размещение, но не приведены расчеты – 18 баллов. 

3. Оля написала на своем листке несколько чисел, оканчивающихся на , а Катя  написала на своем листке столько же чисел, оканчивающихся на . Потом Оля написала на своем листке несколько чисел, оканчивающихся на , а Катя  написала на своем листке столько же чисел, оканчивающихся на . У каждой девочки на листке оказалось записано по  чисел. Могут ли суммы чисел Оли и Кати быть равными?
Ответ. Нет.
Решение. Каждая девочка написала  чисел. Пусть у Оли четное количество чисел, оканчивающихся на  (четных), тогда у нее нечетное количество чисел, оканчивающихся на  (нечетных). Сумма всех чисел нечетна. У Кати тогда четное количество чисел, оканчивающихся на  (нечетных), и нечетное количество чисел, оканчивающихся на  (четных). Сумма всех чисел четна.
Если же у Оли нечетное количество чисел, оканчивающихся на  (четных), тогда у нее четное количество чисел, оканчивающихся на  (нечетных). Сумма всех чисел четна. У Кати тогда нечетное количество чисел, оканчивающихся на  (нечетных), и четное количество чисел, оканчивающихся на  (четных). Сумма всех чисел нечетна. Четное и нечетное числа не могут быть равны, поэтому суммы не могут быть равны.
Комментарий. Полное правильное решение – 20 баллов. Верные рассуждения проводятся на числовом примере, используется идея четности, рассуждения можно было бы обобщить – 18 баллов. Проводится анализ сумм последних цифр, но не полный – 10-16 баллов. В рассуждениях допущена ошибка – 5-10 баллов. Верный ответ получен из рассмотрения конкретных примеров  без возможности обобщения – 2 балла. Решение начато, но значительных продвижений нет – 1-2 балла.  

4. На каждой из   запечатанных посылок написан вес этой посылки  в килограммах: , , , ,, , , . Однако вес одной из посылок на  кг больше, чем указано в надписи.  Как найти эту посылку  за два взвешивания на чашечных весах?
Решение. Разобьем посылки на две тройки с равным весом (согласно надписям) и двойку, например, так: , , . Положим первую тройку посылок на одну чашу весов, а вторую тройку на другую.
Случай 1. Если весы в равновесии, неверный вес  в посылке из пары  (, ).  При этом уже известно, что на всех остальных посылках вес указан верно. Положим  на одну чашу весов посылки с весом  и , на вторую посылки с весом  и . «Подозрительными» являются посылки, на которых указан вес  и , они лежат на разных чашах. Неверный вес у подозрительной посылки на перетянувшей чаше. 
Случай 2. Пусть одна из троек посылок тяжелее другой, тогда неверный вес  в посылке  из этой тройки. Если это тройка , положим  на левую чашу весов посылки с весом  и , на правую посылки с весом  и . Если перетянула левая чаша, неверный вес у посылки , если правая – у посылки . Если чаши в равновесии, неверный вес у  оставшейся посылки . Аналогично поступаем и в случае, когда тяжелее оказалась тройка : на левую чашу помещаем  и , на правую и , неверный вес у той «подозрительной» посылки, которая на перевесившей чаше, а в случае равновесия это оставшаяся посылка . 
Комментарий. Полное правильное решение – 20 баллов. Верно начатое решение не закончено – 10 баллов. Приведена схема с тремя взвешиваниями – 2 балла. Решение начато, но значительных продвижений нет – 1 балл.  

5. В квадрате  со стороной  на стороне  поставлена точка  так, что , а  на стороне  поставлена точка  так, что . Найдите сумму углов 
Ответ. 
Решение. Треугольник  равен треугольнику поэтому Треугольник   равен треугольнику  поэтому  Тогда сумма углов  равна сумме углов  составляющих в сумме прямой угол. 
Комментарий. Полное правильное решение – 20 баллов. В верном доказательстве отсутствуют важные детали – 18 баллов. Доказано равенство треугольников  и  (или другой пары) – 12 баллов.  Решение начато, но значительных продвижений нет – 1 балл.  

Вариант 2

1. Коля и дедушка отправились к озеру, Коля на велосипеде, дедушка пешком.Коля  через  минут доехал до озера,  увидел, что их место для рыбалки свободно,сразу поехал назад навстречу дедушке, и встретился с ним  через  минут.  Сколько минут потребуется дедушке, чтобы дойти от места встречи до озера?
Ответ..
Решение. До места встречи дедушка шел  минуты, а Коля впервые пробежал это место через  минут, поэтому их скорости относятся как  На последний участок дедушка затратит втрое больше времени, чем Коля, то есть   минуты. 
Комментарий. Полное правильное решение – 20 баллов. Найдено только время, потраченное на весь путь – 15 баллов.  Приведено решение, но получен неверный ответ – от 1 до 5  баллов. 

2. Можно ли  разбить куб со стороной  на  кубиков с целыми сторонами (не обязательно равных)?
Ответ. Да, можно.
Решение. Выделим в нижней половине  кубиков со стороной . Следующий слой опять разобьем на  кубиков со стороной . Каждый  из двух следующих слоев разобьем на  кубиков со стороной . Получим кубиков. 
Комментарий. Полное правильное решение – 20 баллов. Ответ «да» без обоснования  – 0 баллов. Решение начато, но значительных продвижений нет – 1-2 балла.  При верном ответе и расчетах не показано, как можно разместить кубики – 18 баллов.  Показано размещение, но не приведены расчеты – 18 баллов. 

3. Два бельчонка, черный и рыжий,  дней собирали шишки, и каждый записывал, сколько шишек он собрал за день. В первые несколько дней все числа, записанные  черным бельчонком,  оканчивались на , а все числа, записанные в эти дни рыжим  бельчонком, оканчивались на . В остальные дни числа черного бельчонка  оканчивались на , а числа рыжего бельчонка  оканчивались на . Могло ли быть так, что за  дней черный и рыжий бельчата собрали одинаковое количество шишек?
Ответ. Нет.
Решение. У каждого бельчонка записано  чисел. Пусть у черного бельчонка четное количество чисел, оканчивающихся на (четных), тогда у него нечетное количество чисел, оканчивающихся на  (нечетных). Сумма всех чисел нечетна. У рыжего бельчонка тогда четное количество чисел, оканчивающихся на  (нечетных), и нечетное количество чисел, оканчивающихся на  (четных). Сумма всех чисел четна.
Если же у черного бельчонка нечетное количество чисел, оканчивающихся на  (четных), тогда у него четное количество чисел, оканчивающихся на  (нечетных). Сумма всех чисел четна. У рыжего бельчонкатогда нечетное количество чисел, оканчивающихся на  (нечетных), и четное количество чисел, оканчивающихся на  (четных). Сумма всех чисел нечетна. Четное и нечетное числа не могут быть равны, поэтому суммы не могут быть равны.
Комментарий. Полное правильное решение – 20 баллов. Верные рассуждения проводятся на числовом примере, используется идея четности, рассуждения можно было бы обобщить – 18 баллов. Проводится анализ сумм последних цифр, но не полный – 10-16 баллов. В рассуждениях допущена ошибка – 5-10 баллов. Верный ответ получен из рассмотрения конкретных примеров  без возможности обобщения – 2 балла. Решение начато, но значительных продвижений нет – 1-2 балла.  

4. Имеется  запечатанных сосудов, вес которых равен , , , , , , , ,  кг. На каждом сосуде написан его вес. Один из них вскрыли, положили туда золотой самородок, и опять запечатали. Как найти сосуд с самородком за два взвешивания на чашечных весах?
Решение. Разобьем сосуды на три тройки с равным весом (без учета самородка), например, так: , , .  Положим первую тройку сосудов на одну чашу весов, а  вторую тройку на другую. 
Случай 1. Если весы в равновесии, то самородок в сосуде из третьей тройки .  При этом уже известно, что на всех остальных сосудах вес указан верно. Положим  на одну чашу весов сосуды с весом  и , на вторую сосуды с весом  и . «Подозрительными» являются сосуды, на которых указан вес  и . Если одна из чаш перетянула, то самородок – в подозрительном сосуде на перетянувшей чаше. Если весы в равновесии, то самородок в сосуде .
Случай 2. Пусть одна из троек сосудов тяжелее второй, тогда самородок в сосуде из этой тройки. Если это тройка , положим  на левую чашу весов сосуды с весом  и , на правую сосуды с весом  и . Если перетянула левая чаша, самородок в сосуде 1, если правая – самородок в сосуде . Если чаши в равновесии, самородок в оставшемся сосуде . Аналогично поступаем и в случае, когда тяжелее оказалась тройка : на левую чашу помещаем  и , на правую и , самородок в том «подозрительном» сосуде, который на перевесившей чаше, а в случае равновесия это оставшийся сосуд .   
Комментарий. Полное правильное решение – 20 баллов. Верно начатое решение не закончено – 10 баллов. Приведена схема с тремя взвешиваниями – 2 балла. Решение начато, но значительных продвижений нет – 1 балл.  

5. В квадрате  со стороной  на стороне  поставлена точка , а  на стороне  поставлена точка так, что . Найдите сумму углов  
Ответ. 
Решение. Треугольник  равен треугольнику поэтому  Треугольник   равен треугольнику  поэтому  Тогда сумма углов   равна сумме углов  составляющих в сумме прямой угол. 
Комментарий. Полное правильное решение – 20 баллов. В верном доказательстве отсутствуют важные детали – 18 баллов. Доказано равенство треугольников  и  (или другой пары) – 12 баллов.  Решение начато, но значительных продвижений нет – 1 балл.  

Вариант 3

1. Серый и рыжий бельчата направились по тропинке от  полянки к дубу, серый побежал, а рыжий пошел.  Серый  через 18 минут добежал до дуба,  сразу побежал назад навстречу рыжему, и встретился с ним  через   минут.  Сколько минут потребуется рыжему бельчонку, чтобы дойти от места встречи до дуба? 
Ответ..
Решение. До места встречи рыжий бельчонок шел  минуты, а серый впервые пробежал это место через  минут, поэтому их скорости относятся как  На последний участок рыжий бельчонок затратит вдвое больше времени, чем серый, то есть  минут.
 Комментарий. Полное правильное решение – 20 баллов. Найдено только время, потраченное на весь путь – 15 баллов.  Приведено решение, но получен неверный ответ – от 1 до 5  баллов. 

2. Можно ли  разбить куб со стороной  на  кубиков с целыми сторонами (не обязательно равных)?
Ответ. Да, можно.
Решение. Выделим в нижней половине  кубиков со стороной . Следующий слой опять разобьем на  кубиков со стороной . Каждый  из двух следующих слоев разобьем на  кубиков со стороной . Получим кубиков. 
Комментарий. Полное правильное решение – 20 баллов. Ответ «да» без обоснования  – 0 баллов. Решение начато, но значительных продвижений нет – 1-2 балла.  При верном ответе и расчетах не показано, как можно разместить кубики – 18 баллов.  Показано размещение, но не приведены расчеты – 18 баллов. 

3. Оля написала на своем листке несколько чисел, оканчивающихся на , а Катя  написала на своем листке столько же чисел, оканчивающихся на . Потом Оля написала на своем листке несколько чисел, оканчивающихся на , а Катя  написала на своем листке столько же чисел, оканчивающихся на . У каждой девочки на листке оказалось записано по  чисел. Могут ли суммы чисел Оли и Кати быть равными?
Ответ. Нет.
Решение. Каждая девочка написала  чисел. Пусть у Оли четное количество чисел, оканчивающихся на  (четных), тогда у нее нечетное количество чисел, оканчивающихся на  (нечетных). Сумма всех чисел нечетна. У Кати тогда четное количество чисел, оканчивающихся на  (нечетных), и нечетное количество чисел, оканчивающихся на  (четных). Сумма всех чисел четна.
Если же у Оли нечетное количество чисел, оканчивающихся на  (четных), тогда у нее четное количество чисел, оканчивающихся на  (нечетных). Сумма всех чисел четна. У Кати тогда нечетное количество чисел, оканчивающихся на  (нечетных), и четное количество чисел, оканчивающихся на  (четных). Сумма всех чисел нечетна. Четное и нечетное числа не могут быть равны, поэтому суммы не могут быть равны.
Комментарий. Полное правильное решение – 20 баллов. Верные рассуждения проводятся на числовом примере, используется идея четности, рассуждения можно было бы обобщить – 18 баллов. Проводится анализ сумм последних цифр, но не полный – 10-16 баллов. В рассуждениях допущена ошибка – 5-10 баллов. Верный ответ получен из рассмотрения конкретных примеров  без возможности обобщения – 2 балла. Решение начато, но значительных продвижений нет – 1-2 балла.  

4. Имеется  запечатанных сосудов, вес которых равен , , , , , , , ,  кг. На каждом сосуде написан его вес. Один из них вскрыли, положили туда золотой самородок, и опять запечатали. Как найти сосуд с самородком за два взвешивания на чашечных весах?
Решение. Разобьем сосуды на три тройки с равным весом (без учета самородка), например, так: , , .  Положим первую тройку сосудов на одну чашу весов, а  вторую тройку на другую. 
Случай 1. Если весы в равновесии, то самородок в сосуде из третьей тройки .  При этом уже известно, что на всех остальных сосудах вес указан верно. Положим  на одну чашу весов сосуды с весом  и , на вторую сосуды с весом  и . «Подозрительными» являются сосуды, на которых указан вес  и . Если одна из чаш перетянула, то самородок – в подозрительном сосуде на перетянувшей чаше. Если весы в равновесии, то самородок в сосуде .  
Случай 2. Пусть одна из троек сосудов тяжелее второй, тогда самородок в сосуде из этой тройки. Если это тройка , положим  на левую чашу весов сосуды с весом  и , на правую сосуды с весом  и . Если перетянула левая чаша, самородок в сосуде 1, если правая – самородок в сосуде . Если чаши в равновесии, самородок в оставшемся сосуде . Аналогично поступаем и в случае, когда тяжелее оказалась тройка : на левую чашу помещаем  и , на правую и , самородок в том «подозрительном» сосуде, который на перевесившей чаше, а в случае равновесия это оставшийся сосуд .   
Комментарий. Полное правильное решение – 20 баллов. Верно начатое решение не закончено – 10 баллов. Приведена схема с тремя взвешиваниями – 2 балла. Решение начато, но значительных продвижений нет – 1 балл.  

5. В квадрате  со стороной  на стороне  поставлена точка  так, что , а  на стороне  поставлена точка  так, что . Найдите сумму углов 
Ответ. 
Решение. Треугольник  равен треугольнику поэтому  Треугольник   равен треугольнику  поэтому  Тогда сумма углов  равна сумме углов  составляющих в сумме прямой угол. 
Комментарий. Полное правильное решение – 20 баллов. В верном доказательстве отсутствуют важные детали – 18 баллов. Доказано равенство треугольников  и  (или другой пары) – 12 баллов.  Решение начато, но значительных продвижений нет – 1 балл.  




